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ABSTRACT 

We compute here the class of compacity of those operators on L2(fl) the 
image of which belongs to some families of weighted Sobolev spaces. Such 
spaces are relevant for the study of some elliptic problems which degen- 
erate at the boundary of ~. 

1. Introduction 

Dans leur 6tude [2] d 'un op6rateur elliptique A d6g6n&6 de second ordre 

dans un ouvert born6 f~ c R n qui g6n6ralise l'op~rateur de Legendre lorsque 

n = 1, M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont donn6 un r6sultat sur le comporte- 

ment asymptotique des valeurs propres de A (dans le cas auto-adjoint). Leur 

r6sultat est precis pour n = 1, mais la pr6cision diminue lorsque n augmente. 

Ils ont d6termin6 ~(A m) (domaine de A m comme op6rateur non born6 dans 

L2(f~)). Ces espaces, que nous notons ici D2m(f~), muni d'une norme hilbertienne 

naturelle, sont des espaces de Sobolev avec poids. 

En suivant la m6thode inaugur6e par S. Agmon I-1], nous &udions darts ce 

travail la classe d'op6rateurs T continus dans L2(f~) dont l'image ~ ( T )  est dans 

un D2m(f~). Pour m assez grand, ces op6rateurs sont des op6rateurs int6graux 

de noyaux d'Agmon continus et born6s. Nous 6tudions ces noyaux en utilisant 

les r6sultats g6n6raux de [6] et nous d6terminons la class de compacit6 de T. 

Nous en d6duisons la classe de compacit6 des injections de D2m(f~) dans L2(f~). 

Ces r6sultats permettent d 'obtenir une minoration des modules des valeurs 
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propres d 'ol~rateur ~r non borne, ferm~ dans LZ(~), inversible, de domain ~(~t ')  

contenu dans un DZ'(f~). 

Appliqu6 ~ l 'op6rateur A,  on retrouve ainsi un r6sultat de B. de Monvel et 

P. Grisvard [3], qui utilisent une m6thode diff6rente. 

2. Notations et rappels 

Les diff~rentes normes rencontr~es seront not6es I [, sauf mention du con- 

traire. 

a. Soient X et Y un couple d'espaces de Hilbert avec X ~ Y, c'est4t-dire 

X est un sous-espace dense de Y avec une injection continue. Ces donndes d~ter- 

minent un op&ateur A dans Y, auto-adjoint et strictement positif, de domaine 

~(A) = X ,  avec: 

(u, V)x = (Au, Av) r Vu, v e X 

( , ) x  et ( ,)~,  6tant les produits scalaires respectifs de X et Y. 

On note, pour 0 < 0 < 1, par IX, Y-1o = ~(A0), le domaine de A s. Muni du 

produit scalaire 

(u,  v)s = (A~ A~ 

IX, Y]o est une espace de Hilbert. 

On note IX, Y]-s  l 'anti-dual de [X, Y]o, [X, Y]-o est muni du produit sca- 

laire naturel; en identifiant Y ~t son antidual et on notant X '  l 'antidual de X,  

o n  a" 

~ X '  X ~ [X,Y-1e = Y ~  [-X,Y]_0 

Les espaces I-X, Y]0 sont des espaces d'interpolation entre X et Y; toutes ces 

propri6t6s sont donn~es dans [5-1, par exemple. 

b. Darts toute la suite, f~ d6signe un ouvert born6 de R n tel que ~ soit une 

vari&6 ~t bord de classe cr de bord not6 af t .  On se donne une fonction de 

R n dans R de classe cr v6rifiant: 

= {x �9 R n, ~(x) > 0}, 0f~ = {x �9 ~n, ~(x) = 0} 

ddp(x) # 0 pour x �9 df~ (d~b 6tant la diff~rentielle de ~b). 

m ~tant un entier > 0,  on consid&e maintenant l'espace des distributions 
sur ~ :  
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Hm(f2) d6signe l'espace de Sobolev usuel d6fini sur f2; /./0(~) est l'espace des 

(classes) fonctions de carr6 int6grable L2(f~). 

D2m(f~) est muni de la norme hilbertienne: 

1.1 2-,o, l ulH+,o, + I " 
Les espaces D2m(f~) sont introduits par M. S. Baouendi et C. Goulaouic [-2] 

d'une mani~re naturelle dans leur 6tude de la r6gularit6 d'une classe d'op6rateur 

elliptique de second ordre, d6g6n6rant ~ la fronti~re. 

Leurs r6sultats donnent en particulier le r6sultat d'interpolation suivant: 

(2.1) [-O+'(fl), L2(f~)], = O2"(f~) 

avec des normes ~quivalentes. 

Lorsque 2m > n/2, par le th6or6me classique de Sobolev, on voit que pour 

u e D2m(f~), u est (apr6s modification usuelle sur un ensemble de mesure nulle) 

une fonction continue sur ~ et il est prouv6 dans [-2] l'in6galit6 de type de Sobolev 

suivante: 

z c(lu Io .o(o, + ,lull=(.)) 
pour tout x~f~ e t t  > 0. 

I In/4ra 1 - ( n / 4 m )  (2.2) q~(x)"/'[ u(x) I _~ t. I U lo,. ,(m I u L'(m) 

pour tout x e f~. 

On note enfin Dl(f~) l'espace [,DZ(f~),L2(f~)], et d'apr~s [2], on a: 

(2.3) Ol(f~) = (u ~ ( f ~ ) ;  gp+Ou~L2(~), u~L2(f~)}. 

c. Soient H~ et H2 deux espaces de Hilbert et T un  op6rateur compact de H x 

dans H2.  On note {si(T)} la suite d6croissante (r6p6t~ suivant la multiplicit6) 

des valeurs de (T 'T )  + , T* 6tant l'adjoint hilbertien de T; {Sj(T)} est appel~e 

la suite des valeurs caract6ristiques de T. 

On note par {2j(T)} la suite, rang6e par ordre de module d6croissant (et r6- 

p&6e suivant la multiplicit6), de valeurs propres de T lorsque Ha = H2 .  

On utilisera le r6sultat suivant prouv6 dans [-6]: X ~ Y ~tant le couple hil- 

bertien de (a), supposons que l'injection I de X dans Y est compacte; alors 

T = A-~ est compact de Ydans Yet  on a: 

(2.4) sj(I) = 2j(T) Yj ~ I~/. 

3. Noyaux d'Agmon 
Soit le couple hilbcrtien X ~ Yet  T un op~rateur continu de Y dans Y dont 

1'image ~ (T)  ~ X. Par le th~or~me du graphe ferm6 de Banach, Tes t  aussi 

continu de Ydans X .  On note done: 
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[I T [Io la norme de T comme op~rateur de Y dans Y; 

1[ T111 la norme de T comme op~rateur de Y dans X;  

T* d6signe l 'adjoint de T, comme op6rateur de Y dans Y. 

Rappelons le r6sultat suivant, prouv6 dans [-6]. 

THEOREME 3.1. Soit T u n  opdrateur continu de Y dans Y dont les images 

~ ( T )  et ~ (T*)  sont dans X.  Faisons l'hypoth~se: 

(3.1) l,X, g ] t  c ~(f~) 

avec une injection compacte, c~(f~) dtant l'espace des fonctions numdriques 

continues sur f~, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout 

compact de ~ .  

Alors, pour tout x ~ ,  il existe Kx6 IX, Y] i  telle que: 

i. l'application 

x H, Kx 

est continue de f l  dans I-X, Y]~; 

ii. pour tout f e Y, 

Tf(x)  = (f ,  Kx) r; 

iii. la fonction K: (x,y)  ~ K(x ,y)  = Kx(y) est continue sur f~ x f~; 1(, la 

conjugu~e de K, est appelde noyau d'Agmon associd ~ T. De plus, si 

(3.2) l,X, Y]~ c ~'b(f~) 

avec une injection continue, cgb(t) ) dtant l'espace des fonctions numdriques con- 

tinues et borndes sur I1 muni de la norme naturelle, alors K est born~e sur 

f~ x ~ et on a l'indgalitd: 

(3.3) sup Ig(x,y)[ =< c(il zll, II r*li,)* 
( x . y )  ~ t ' l x  f l  

On va am~liorer (3.3) en faisant l'hypoth~se suivante: il existe deux constantes 

O < c t < l  et C > O t e l l e s  que: 

(3.4) sup If(x)l--- clf lZlfl , ' -"  V f e [ X , Y ] � 8 9  
x ~ 1"1 

C'est la Proposition 3.2. 

PROPOSITION 3.2. Soit T un opdrateur continu de Y dans Y dont les images 

~ ( T )  et ~ (T*)  sont dans X .  Faisons les hypothkses (3.1), (3.2) et (3.4). 

Alors le noyau d'Agmon associd a T v~rifie 
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(3.5) sup IK(x,y)l _~ c211TII~/211T*III/~II TIIF:. 
(x,y) e D x [ l  

PREUVE. A l'aide du th6or6me des trois droites de Hadamard, il est prouv6 

dam [6] que l 'on a: 

(3.6) ITSl~<llTllillT*llilsl-~ vf~r. 
Le m~me th6or6me donne en plus: 

(3.7) ITfl,__< IITllo~llT*llllfl_+ vf~r.  
En effet, soient u et v ~ X et consid6rons la fonction d'une variable complexe: 

F(z) = (TA'u,  v) 

qui est holomorphe et born6e sur toute bande a < Re z =< b =< 1. 

Pour R e z - - O ,  on a: 

F(it) = (TAUu, v)r t E 

d'oiL puisque A u est unitaire: 

le(~,)l-< II rllolul, l~l,. 
Pour Rez  = 1, on a: 

d'oi~: 

F(1 + it) = (TAt+~tu, V)r = (A~u, AT*v)r t E R  

IF(  1 + it)l < II T*ll, l u l ,  lv l , .  

Le th6or6me de Hadamard donne: 

IF(~)I ~ II TIIo~ll r*lttlul, lv[, 
cr qui prouve (3.7). 

L'hypoth6se (3.4) donne: 

Irs(x)l_-< c l r s l ; l r s I , ' - :  vx~a, vs~r 
puisque T f  ~ X .  

Les in6galit6s (3.6), (3.7) donnent alors: 

(3.8) ITf(x)l<- cllTlli'~llT*ll~,llrll<o '-')'~ ISI-+ Vx~a, vS~r. 
(3.8) et (ii) du Th6or6me 3.1 donnent: 

(3.9) [K~ l, --< c IIr I1~': II T* III II T I1<o '-:>/: 
D'apr~s l'in6galit6 de convexit6 classique des espaces d'interpolation, on a: 
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lul~lul~lul, ~ v . ~ x .  
En utilisant de nouveau (3.4), on a: 

ITf(~)I Z CtTf I~ I IT f I~  -(~,~' v x ~ n ,  V f e Y  

puisque T f  ~ X . 

D'o~: 

(3.10) I Kx I, --< c II T I1~ ,2 It r I1~ -,';2) 
Les in6galit6s (3.9), (3.10) donnent (3.5) en utilisant de nouveau l'hypoth6se 

(3.4). 

REMAgQUE. L'in6galit6 (3.5) est une am61ioration technique de celle qu'a 

obtenue S. Agmon dans le cas X = Hm(f~) et Y = Le(f~). 

En effet, S. Agmon dans [1] prouve dans ce cas l'in6galit6: 

sup Ig(x,y)[ < c(llyll ,  + l l r* l l , r ; ' l lTI Io ' - " ; "  
(x,y) efl x 

en utilisant un raisonnement d'homog6n6it6. 

Ufilisant (3.5), on a en effet: 

(3.11) sup Ir (x ,Y) l  <= c ( l l r l l ,  t l r* l l , ) " ;2mt l r l l~ - "" .  
(x,y) r x fl 

4. Op6rateurs h images dans D2m(f~) et noyaux d'Agmon associ6s 

On va 6tudier dans cette section les op6tateurs T continus de L2(O) dans L2(f~) 

dont les images ~ (T)  et ~(T*)  sont dans D2"(f~). On note ici: 

IIT IIo la norme de T comme op6rateur de L2(n) dans Le(n); 

I[ r lID2m la norme de W comme op6rateur de L2(fl) dans D2/(fl). 

On a l e  Th6or~me 4.1. 

THEOREME 4.1. Soil m entier avec m > n/2. Soil T u n  op6rateur conlinu 

de L2(~) dans L2(y~) dont les images ~ (T )  el ~(T*)  sont dans D4/(fl). 

Alors Tes t  un op~rateur intdgral avec un noyau d'Agmon K eontinu bornd 

sur f~ x t~: 

(4.1) Tf(x)  = f n  

De plus, on a l e s  indoalitds: 

(4.2) 

(4.3) 

K(x, y) f (y)dy  V f s  L2(f~). 

IK(x,y) l -~ c(LI rllo,. II r*o,-)"'H r[l~-, ~;~-~ 
l K( ~, 3')1 5 C[~(~)~,(y)]-";'(H rllo.-II r*  ll~,.)., ~- [I rll~, - ' ; ~ ' '  
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pour Vx, ye f~  x f~. 

PREtrvE. On applique d'abord le Th6or~me 3.1 avec: 

X = n2m(~) ,  Y = L2(~) 

puisque l 'on a" 

o~'(f~) =/~2"(f 0 

Israel J. Math., 

avec injection continue; on obtient imm6diatement (4.1), (4.2) en vertu de la 

remarque du Section 3 et en vertu de l'hypoth~se m > n]2. 

I1 reste ~t prouver (4.3). 

(2.1) et l'in~galit~ (2.2) donnent: 

(4.4) ~b(x)'/'[ rS(x)l _-_ c l rs l~ '~ ' . ' lTslo  ~ - ' ' ' '  vs~L2(~) 

puisque 2m > n/2. 

En utilisant les in6galit6s (3.6), (3.7) avec X = D4m(~) et Y = L2(f~)et vu 

(2.1), (4.4), on a: 

(4.5) ~(x)"lzf(x) I <= c II zll~,~, " II T* lifo,, II I1'o~'"-"'" Ifl~ -2" 
pour Vf~L2(~).  

On a not6 I Io-,m la norme de l'antidual de O2~'(O). (4.1) et (4.5) donnent alors: 

(4.6) ~(x)'/'l gx ID,- - c l l  Z II~,~- " II T* I1~'-II Tll'o 1 " ' - ' ' ' ' >  �9 
De la m~me mani~re que dans la preuve de (3.10), on a" 

nl8rn (4.7) tk(x)"/'lK~l o < clt  T o,m II TIi ol-("/a') 

En utilisant de nouveau (2.2) pour K~ e_D2m(fl), on obtient (4.3) en vertu des 

in6galit6s (3.6), (4.7). 

On aura besoin du lemme suivant, prouv6 dans 1"6]. 

LE~,vm 4.2. Soit un couple hilbertien X =, Y e t  T u n  op&ateur continu 

de Y dans Y dont l'image ~ (T )  c X .  

Alors: 

~ ( ( r r * )  ~) = X .  

Un op&ateur T v&ifiant les hypotheses du TMor~me 4.1 est 6videmment 

compact de L2(f~) dans L2(f~). On va utiliser le Th~or~me 4.1 pour 6tudier la 

classe de compacit~ de T. C'est le Th6or~me 4.2. 
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TX-IrOREr~ 4.2. Soit T u n  op~rateur continu de L2(f~) dans L2(f2) vJrifiant 

les hypothJses du Th~or~me 4.1. Alors: 

a. Test  un opdrateur nucl~aire avec un noyau d'Agmon K continu et born~ 

sur ~ x f~. Si {2j(T) est la suite des valeurs propres de T, la sdrie Y~ ]2~(T) 

est absolument convergente. 

De plus, si Tes t  auto-adjoint positif, on a: 

(4.8) Z 2j(T) = f n  K(x, x)dx.  
J 

b. Si {sj(T)} est la suite des valeurs caractdristiques de T, alors 

i. sj(T) < Cj -4m dans le c a s n  = 1; 

ii. sj(T) <= C dans le c a s n  = 2; 

iii. sj(T) <-_ Cj -2reICh-I) dans le c a s n  ~_ 3. 

c. Les (i), (ii), (iii) sont valables aussi pour la suite {I 2j(T)I}" 

PREVUE. a.  Ce cas est prouv6 dans [1] ou [6] car on a :  

D4m(~) = H2m(f~) 

avec injection continue et car 2m > n par hypoth~se. 

b. Posons 

S = ( T ' T )  ~. 

En vertu du Lemme 4.2 appliqu6 ~t T*, on a: 

~(S) ~ D4m(~')). 

Done S, auto-adjoint positif de L2(I)) dans L2(f~), vdrifie les hypotheses du 

Thdor~me 4.1. 

Considdrons, suivant la technique inaugurde par S. Agmon [1], la famillc dcs 

r~solvantcs modifidcs de S: 

(4.9) St = S(I + tS) -1 

qui existe pour t > 0. 

St est auto-adjoint positif et v6rifie les hypothOses du Th6or~me 4.1; en utili- 

sant un r6sultat de [1], on a 
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1 
IIs, llo ---- T 
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II i + ,5)-1 IIo z 1. 
St est 6videmment compact. On voit ais6ment que la suite des valeurs propres 

est: 

ayant not6: 

#j(T) = S j ( T ) - I .  

On note Cat le noyau d'Agmon associ6 ~t St. Alors (4.3) appliqu6 /t St dans 

le cas diagonal donne: 

(4.11) G,(x,x) <- C~(x) -n'2 II S, II~':" II S, I1~ -`'''m' 

pour tout x e ~  et t > 0. 

(4.9) et (4.10) donnent: 

(4.12) II s, I1o,- - II s I1o,- 
(4.10), (4.11), (4.12) donnent: 

(4.13) G,(x, x) <= Cdp(x)-"lZt ("/4s)- 1 

pour tout x ~  et t > 0. 

On consid6re b. pr6sent le cas (i), c'est-~t-dire, n = 1. La fonction ~b(x) -~ est 

alors int6grable sur f~, donc en int6grant (4.13), on a: 

f nGt(x,x)dx ~ Ct (l/4m)- 1 (4.14) 

(4.8), (4.14) donnent alors 

t < Ct(1/4~,_. 
(4.15) ]~ pj(T)  + t - " 

Soit N(0 le nombre des pj(T) tel que pj(T) _< t. 

De (4.15), il vient: 

N(t )  < Ct T M  

ce qui donne (i) puisque: 

j( T) - t y < N(s ) 
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Envisageons maintenant  le cas (iii), c'est-~-dire, n > 3. 

En plus de (4.13), on utilise (4.2) et (4.10), (4.12) pour  avoir :  

(4.16) Gt(x, x) <-~ Ct (n/2m)-I 

pour  tout  x e  f l  et t > 0 .  

Gt(x, x) 6tant int6grable sur D pour  tout  t > 0 ,  on a:  

(4.17) f G,(x,x)dx= foz,(x x)dx + J a2; Gt(x,x)dx 

pour  toute  part i t ion measurable  f l l  w f l 2  = f l  et f l l  c3fl2 = ~ .  

6(x) = dist(x, 6D) et notons:  

(4.18) D 1 = {x~"~;  ~(x) ~ t -l12m} 
c~2 = { x ~ ;  6(x) > t-1/2m}. 

Alors, (4.16) et (4.18) donnent :  

(4.19) falGt(x, x)dx <= Ct (("- 1)/2,.)- 1 

o~ C est une constante ind6pendante de T. 

En vertu des hypotheses faites sur ~ et f l ,  on a ~(x) ~ 6(x) pour  x voisin de 812. 

En vertu de l '6galit6 6vidente: 

l i m e  -1+("/2) ( l  ds _ 2 
~-.o . I s  s "/2 n - 2 

(puisque l ' on  a n > 2), ils existent deux constantes T Oet  C telles que 

(4.20) Ii ~(x)-n/2dx < Ct(,-2)/4m 
~a2 

pour  tout  t > T o . 

(4.13), (4.20) donnent :  

(4.21) faG,(x, x) dx < Ct ((=- 1)]2m)- 1 

pour  tout  t > To; C 6tant une constante ind6pendante de t .  (4.17), (4.19) et (4.21) 

mont ren t  que l ' on  a:  

faG,(x,  x)dx < Ct (<"- 1)/2m)- 1 

pou r  tout  t > To. 

On  obtient  alors (iii) c o m m e  dans le cas (i). 
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On eonsid6re ~t present le cas (ii), c'est4t-dire, n = 2. 

Comme on a: 

lira ( - l o g s )  -1 f lds  = 1 
e~O Je S 

ils existent deux constantes To > 1 et C telles clue: 

(4.22) 

pour tout t ~_ To. 

(4.13) et (4.22) donnent: 

fa:( x)- ldx  < Clog t 

(4.23) fngt(c, x) dx <- Ct tl/2m)- 1log t .  

Avec (4.19) qui est valable dans le cas prdsent et (4.23), on obtient: 

fn G,(x,x)dx ~ C 012m)-1 logt .  

D 'o~ 

(4.24) 

Israel J. Math., 

on v&ifie que l 'on a: 

t 1 TM 
o(t) = [log(tZm)j 

g(t) ~ h(t) pour tout t ~ 1. 

Ces calculs et (4.24) prouvent que l 'on a: 

�9 j . z m  C 

avec C une constante inddpendante de j ,  d'oi~ (ii). 

r Ices parties (i) et (iii) se prouvent de la m~me mani6re que dam (b) en 

untilisant un rdsultat de I. C. Gohberg et M. G. Krein [4]. 

Le m~me rdsultat de [4] est encore valable pour les suites du type: 

N(t) ~ Ct I/2mlOgt. 

La fonction tl/2mlogt dtant continue strictement croissante pour t ~ I, la 

fonction inverse h(t) l'est aussi pour t ~ O. 

Si I'on pose: 
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j-2m(logj)2= 

puisque (log t) TM est une fonction A variation lente (suivant la terminologie de 

ces auteurs), done (ii) est aussi valable. 

5. Classe de compacit6 de l'injection de D 2'~ (~) dans L2(~) (pour m entier >= 1 

o u  m = 1 / 2 )  

On note cette injection par: 

I2m: D2m(~) --~ L2(~')). 

Pour 6tudier le comportement asymptotique de la suite {sj(I2m)} des valeurs 

caract6ristiques de 12m, on rappelle ici un r6sultat de [2] sur les it6r6s d 'un op6- 

rateur elliptique de second ordre, d6g6n6rant au bord. 

Soit l'op6rateur diff6rentiel 

a(x, D) = 

oi~ l 'on note: 

1 0 
D j -  i Oxj 

Z O#(x)O  
O ~ j ~ n  

0 = 1, . . . ,n;  D O = identit6. 

On consid~re la forme int6gro-diff6rentielle associ6e 

a ( u , v )  = Z f d~(x)Dju(x)Df(x) dx. 
06j6n dn 

Soit 0 l'espace des distributions sur ~2: 

0 = {u ~ ~ ' (~) ,  dp*u ~ Lu(D), d?r ~ L2(~), j = 1,..., n} 

muni de la norme hilbertienne: 

Ilu[l  = a(u,u). 

On note par A,  l'op6rateur non born6 dans Lz([~), auto-adjoint strictement 

positif engendr6 par la forme a(u, v) et par le lemme de Lax-Milgram. 

Alors, en notant: 

on a: 

A = A  �89 

= o.  

Suivant [5], 011 a :  

(5.1) 0 = DI(~) 
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avec des normes 6quivalentes. 

Le th6or6me de r6gularit6 principal de 12] prouve aussi que l'on a: 

(5.2) -@(A') = D2"(~) Vm entier ~ o 

et la norme hilbertienne du graphe de A s est 6quivalente it celle de D2"(f0. 

En vertu de (5.1) et (5.2), il suffit donc d'6tudier les injections: 

J2m : -@(Am) "4/-,2(s 

pour m entier > 1 ou m = �89 

En utilisant (2.4), on a: 

1 
(5.3) sASl) = uAA) vj 

en notant par {/tj(A)} la suite croissante (et r6p6t6e suivant la multiplicit6) des 

valeurs propres de A. 

La diagonalisation (voir [5], par exemple) de A prouve ais6ment que l 'on a, 

vu (5.3), 

(5.4) sj(J2,  ) = {/aj(A)]- 2,, Vj. 

En vertu de (5.1) ou (5.2), on peut utiliser le Th6or6me 4.2, partie (b), appliqu6) 

it T = A  -z, ,  pour m > n/2; on obtient une majoration des sj(A-2"). 

On a 6videmment: 

(5.5) s j (A-  2,,) = [ p j ( h ) ] - ' '  

ce qui donne une majoration des sy(Ya) vu (5.3), puis une majoration des ss(J~s) 

pour tout m entier ~ 1 vu (5.4). On a donc la Proposition 5.1. 

PROPOSITION 5.1. Soit  m entier > 1 ou m = �89 II existe une constante 

C telle que: 

i. si la dimension n =  1, alors: 
sk(lz,,) < C j -  2,, 

ii. si la dimension n = 2, alors: 
(log j I " 

s j(/2=) -<_ c \ - T 1  

iii. si la dimension n > 3, alors: 

s,(I2.,) < C - . , / o -  1~ 

On en d6duit le Corollaire 5.2. 
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COROLLAIRE 5.2. Soit  m entier >= 1 ou m = �89 Soit  T un op6rateur continu 

de L2(~) dans L2(D) dont l ' image  ~ ( T ) c D 2 m ( D ) .  

a. Si {sj(T)} est la suite des valeurs caract~ristiques de T, alors: 

i. s j (T)  <= Cj -2m darts le c a s n  = 1; 

ii. s j (T)  <= C(( logj ) / j )  'n dans le c a s n  = 2; 

iii. s j (T)  <= C -m/~-l)  darts le cas n >= 3. 

b. Les (i), (ii), (iii) sont valables aussi pour la suite {1 ).~(T)I}, {2j(T)} dtant 

la suite des valeurs propres de T.  

PREOVE. I1 SUffit d'utiliser l'in6galit6 connue: 

s i (T  ) < Csj(I2m ) 

et s'applique la Proposition 5.1. 

D'une mani~re classique, le Corollaire 5.2 donne une minoration des modules 

des valeurs propres d'op6rateur ~ non born6, ferm6 de domaine ~ ( ~ )  contenu 

dans un D2m(["~). 

Dans le cas variationnel et auto-adjoint, on utilise le r6sultat suivant, qui 

n'utilise pas de r6sultat de r6gularit6 suppl6mentaire. C'est le Corollaire 5.3. 

COROLLAIRE 5.3. Soit  m entier > 1 ou m = �89 et soit: 

u , v  ~ a ( u ; v )  

une f o r m e  sesquilindaire hermit ienne sur D2m(fl) x D2m(fl), continue et coercitive, 

c 'est-d-dire qu ' i l  existe deux constantes o~ et M telles que: 

la(u,v)l-<_Mlulo2 (o, lvlo2 (o, u,v D2"(n) 
2 a(u, v) _>_ I u ID2O(o). 

Soit  d l 'opdrateur auto-adjoint  ~ domaine  ~ ( ~ )  dense d~fini par: 

n d u ~ d x  = a(u, v) u ~ ~ ( d ) ,  v ~ D2m(~). 

Si {tj} est la suite des valeurs propres de ~ (qui sont toutes positives) rangde 

par  ordre croissant et r~pdtde suivant la multiplici td,  alors il existe une con- 

stante C telle, pour tout j ~ [~ : 

i. 2j ~ Cj 4m dans le c a s n  = 1; 

ii. 2j > C( j / log j )  2'' dans le c a s n  = 2; 

iii. ),j > Cj 2m/t~-l) dans le cas n >= 3. 
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PP~VUB. I1 suffit de considdrer ~r et d'utiliser le rdsultat connu: 

~(~r189 = D2m(f~). 

Le Corollaire 5.3 provient alors du Corollaire 5.2 en posant: 

T = d - ~  

qui est continu de L2(f~) dans L2(t2) avec ~ ( T ) c  D2'~(f~). 

Dans lecas  non auto-adjoint, on utilise le Corollaire 5.4. 

COROLLAn~ 5.4. Soit m entier >_ 1 ou m = �89 et d un op~rateur non born~ 

de L2(f~) dans L2(f~), fermi, de domaine dense ~ ( ~ )  contenu dans D2m(f~) 

et inversible. 

Si {2j} est la suite des valeurs propres de ~ ,  rangde par ordre de module 

croissant et r~p~t~e suivant la multiplicitY, alors il existe une constante C 

telle que (i), (ii), (iii) du Corollaire 5.3 sont valables pour la suite des modules 

PREUW. C'est immddiat car il sutiit de poser 

T = ~ r  -1 

et d'utiliser encore le Corollaire 5.2. 

REMARQUE. Avec les notations du Section 5, soit la forme intdgro-diff6rentiable 

a(u, v) = Z f.4~(x)ajk(x)Oju(x) O:(x) dx  
O~_j,k<=n 

ou les aj•(x) sont des fonctions de classe C 1 dans [~ avec: 

rain Re ao(x) > 0 
x e f l  

rain rain Re ~ aii(x)~ir > 0 
xeri l~l=x i.j=t 

et on consid~re le probl~me variationnel avec la forme a(u, v) et Dt(f~). Ces 

hypotheses prouvent que a(u, v) est D~(f~)-coercitive et soit A l'opdrateur engendr6 

par le lemme de Lax-Milgram: A est une rdalisation de l'opdrateur diff&entiel: 

A ( x , O ) =  Z Olaj,(x)q~(x)Ok. 
O~_y,k<n 

Les rdsultats de r6gularitd de [2] prouvent que ~(A) = D2(f~); si on applique 

~t A le Corollaire 5.4, on retrouve ainsi un rdsultat de 1"3]. Ces auteurs utilisent 
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une aut re  m&hode ,  bas6e sur un calcul  explici te  des valeurs  p ropres  dans  le cas 

ajk(x)  = cS~k, f~ la boule  unit6 de R n e t  r  = 1 - ] x  [z. 
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